1. KOK BULMA

1.1 SAYISAL YONTEMLER

Giliniimiizde bilgisayarlarin kullanimi1 artik giinliikk hayatimizin bir pargasi haline gelmistir. Fizikte, matematikte, kimyada,
biyolojide, astronomide, miihendislikte, genetikte, saglikta, ekonomide, sehir planlanmasinda, beslenmede, iklimlendirmede ve
benzeri birgok alanda karsilasilan problemler artik sayisal yontemlerin rahathikla kullanilabildigi bilgisayarlar araciligr ile
¢oztimlenebilmektedir. Bu problemlerin ¢oziimleri dncelikle matematiksel modellerinin gergege daha yakin olmasi ile dogru bir
sekilde yapilabilmektedir. Niikleer bir reaktoriin tasarlanmasi, hava tahmini, trafik akiginin tahmini, degisik cisimlerin atmosfer
icindeki hareketlerini incelemek ve bunlarin aerodinamik yapilarini tasarlamak, binalar tasarlamak ve dayanikliligini test etmek,
bir elektrik devresini tasarlamak ve degisik voltajlar altinda c¢alismasinin incelenmesi gercekci matematiksel modellerinin
hazirlanmasi ve bu modellerin ¢esitli sayisal yontemler kullanilarak ¢oziimlenmesi ile saglanabilmektedir. Elde edilen sonuglar
analiz edilerek olusturulacak sistemler iiretim tesisleri kurulmadan sanal ortamda test edilebilmektedir. Bu kitapta degisik sayisal
yontemler kullanilarak problemlerin ¢6ziimii yapilacaktir. Burada sunu belirtmekte yarar vardir: Sayisal yontemler sayisal
analizden farklidir. Sayisal yontemlerde ¢oziim teknigi dogrudan probleme uygulanir. Sayisal yontem ile bir diferensiyel
denklemin ¢oziimil saglanabilir, veriler i¢in bir egri (fonksiyon) uydurulabilir, integral alma islemleri yapilabilir, bir sisteme ait
0zdegerler hesaplanabilir veya bir fonksiyonun kokii bulunabilir. Sayisal yontemlerin problemlere uygulanmasi sonucunda tam
¢oziimler elde edilemesede mithendislik agisindan kabul edilebilecek degerler elde edilebilir.

Ozetle sayisal yontemler ile matematiksel olarak formiillestirilmis problemlerin bilgisayar ortaminda coziilebilir hale
getirilmesi (benzetisiminin yapilmasi) amaclanir. Giiniimiizde problemlerin ¢oziimiinde rahatlikla kullanilabilecek bu tiir
yazilimlarin sayisi hizla artmaktadir.

Bolim sonlarinda verilen problemlerin bilgisayar programlarma uygulanmasinda veya ¢oziimlenmesinde verilen
algoritmalardan yararlanabilirsiniz. Verilen kodlar i¢inde kii¢iik degisiklikler yapilarak diger problemlere kolayca uygulanabilir.
Bunlar okuyucuya birakilmistir. Kodlar Fortran, C++, MS Visual BASIC bilgisayar programlama dillerinde ve MS Excel de
verilmeye ¢aligilmistir.

1.2 FONKSIYON KOKLERININ HESAPLANMASI

Bir elektrik devresindeki akimin sifir oldugu anlar, etkilesen iki yiikii birlestiren dogru boyunca elektrik alaninin sifir oldugu
nokta, dis sayilar1 farkli dislilerin ¢akisma noktalarinin veya bir sistemin 6zdegerleri hesaplanirken fonksiyon koklerinin
hesaplanmasi ile karsilagilabilir. Temel bilimlerde veya miihendislik uygulamalarinda yiiksek dereceden polinomlar, iistel
fonksiyonlar veya bir¢ok terim iceren fonksiyonlar/esitlikler karsimiza ¢ikabilir. Bazen bu tiir fonksiyonlari sifir yapan koklerinin
bulunmasi veya fonksiyonu minimum veya maksimum yapan degerlerinin bulunmasi gerekebilir. Bu béliimde bu tiir problemrin
¢ozlimiinde kullanilan sayisal teknikler anlatilacaktir. Bu fonksiyon asagidaki esitlik (1.1) deki gibi ¢izgisel olmayan tek

degiskenli bir fonksiyon veya esitlik (1.2) deki gibi dordiincii dereceden bir polinom seklinde olabilir:

e —sin(rg) =0 (1.1)
veya
2t -2 - 1022 —2+1=0 (1.2)

Bu fonksiyonlarin kokleri genelde iki degisik sekilde bulunabilir: 1) fonksiyonlarmn gercel koklerininin duyarli grafik
yontemlerle bulunmasi, 2) fonksiyonlarin biitiin koklerinin yani gergel ve sanal kéklerinin bulunmasi. ikinci yéntem birincisine
gore biraz daha zor ve karmagsik bir yontemdir. Bu bolimiin ilk kisimlarinda fonksiyonlarin kdoklerini hesaplarken
kullanilabilecek ¢esitli grafik yontemleri anlatilacak, son kisimlarinda ise gergel ve sanal koklere sahip polinomlarin koklerinin

bulunmasina yonelik ¢esitli sayisal yontemler verilecektir.



1.3. iIKiYE BOLME (BISECTION) YONTEMI
Bu yontemde kok degeri, kokiin bulunacagi tahmin edilen araligin 2' ye boliinmesi ile bulunmaya calisilir. Fonksiyonun gergek
kok/koklere sahip oldugunu, siireklilik gdosterdigini kabul edelim.

f(r)=e" —sin(52) =0 (1.3)
Denklem (1.3) deki f(x) fonksiyonun x e gére degisimi grafigi Sekil 1.1 de verilmektedir. Sekle dikkat edilirse, f(x) fonksiyonu
yatay ekseni ilk olarak 0 < x < 1 araliginda kesmektedir (yani 0.50 civarinda bir kdk vardir). Oysa bu fonksiyonu sifir yapan
birden fazla kok daima vardir. f(x) fonksiyonundaki terimler ayr ayri incelenecek olursa, e~ terimi 1 ile 0 aarasinda degisirken,
siniislii terim — 1 ile + 1 arasinda degerler almaktadir. = in ¢ok biiyiik degerlerinde (z >> 1) iistel terimin fonksiyondaki etkisi

azalmakta ve sinislii terimin etkisi ortaya g¢ikmaktadir. Bu fonksiyondaki terimlerin her birinin grafikleri Sekil 1.2 de

gosterilmektedir.

1.5

f(x)=exp(-x)-sin(3.14x/2)
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Sekil 1.1. f(x) = e™* — sin(§x) fonksiyonunun grafigi.

Sekil 1.1 e gore f(z) fonksiyonun (ilk) kokii [0, 1] aralhiginda aranmahdir. Bu arahigi [A, B] seklinde ifade edelim (A = 0 ve
B =1). Bu araliktaki kok icin ilk baglangic degerinin araligin 2'ye boéllinmesi ile elde edilecegini belirtmistik:
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Sekil 1.2. e~ ve sin(§x) terimlerinin grafigi.



f(z1 =0.5)=e % —sin(50.5) = — 0.1006 dir. Bulunan degerin hata kriterinden kii¢ik olup olmadigi kontrol edilir.
|f(z1 = 0.5) = — 0.1006] hata kriterinden kiigiik ise bu kok degeri olarak kabul edilebilir, degilse yeni kok degeri aranmahidir

(Sekil 1.3 teki x5, x3, ...). Bu arama islemi i¢in kdk degerinin hesaplanacagi yeni A ve B degerlerinin belirledigi aralikta yapilir.
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Sekil 1.3. ikiye bolme yontemi (alt indisler sira numarasimi gostermektedir).

Yeni aralik igin f(x;) - f(A) (veya f(x;) - f(B)) ¢arpimunin isaretine bakilir. Burada f(z; = 0.5) - f(A = 0) ¢arpimindan elde
edilen saymnmn isareti negatiftir (yani fonksiyonlar f(z; = 0.5)<0, f(A = 0)>0). Oyleyse yeni sinir degerleri igin A sabit kalmali
ve B = x| alinmalidir. Yani aralik bir tarafindan koke dogru daraltilacaktir. Artik f(z2) fonksiyonunun kokii bu yeni [A, B]
bolgesindedir. Yeni araliktaki x; = ““’TB den hesaplanir. Bu islem, yani ikiye bolme yontemi, belirtilen duyarliga kadar devam
ettirilir.

Sekil 1.3 teki grafikteki harflerin numarali alt indisleri islem sirasini gostermektedir. x; ilk degeri, xo ikinci degeri ve x3
figiincii tahmini kok degerini gostermektedir. Islemler |z, — x5 | , @, |“E;l“ | ifadelerinden elde edilecek bir degerin istenilen
kriterin altina diistinceye kadar devam ettirilir. eger elde edilinceye veya belirlenen bir islem sayisina (N) kadar devam ettirilir.
Ikiye bélme yontemi ile fonksiyonlarm koklerinin bulunmasi islemlerinin siras1 Algoritma 1.1 de verilmektedir

Algoritma 1.1 Ikiye bolme yéntemi.

1. Basla

2. Oku A, B, HATA, N

3. I=0

4. I=I+1

5. Eer I > N Ise Git 18
6. £(A) y1 hesaplayiniz,

7. x=(A+B) /2.

8. f(x) 1 hesaplayiniz,

9. Yaz x, f(x), A, B
10. EJer |f(x)| < HATA Ise Git 16
11. Eer f(A)*f(x) > 0 Ise Git 14

12. B=x

13. Git 4

14. A=x

15. Git 4

16. Yaz "Kok=" x

17. Git 19

18. Yaz I, "islem sonunda ko&k bulunamadi"
19. Son

Yukaridaki algoritmadaki f (x) fonksiyonu, N iglem sayisini, i sayagi, A ve B sinir degerlerini, HATA islemleri durdurma kriterini
saklayan degiskenlerdir. Ayrica Sekil 1.4 de ikiye bdlme isleminin akis diyagrami verilmektedir. Bu algoritma veya akis

diyagramindan yararlanilarak ikiye bolme yontemi bir bilgisayar programlama dilinde de yazilabilir.



/Oku A, B, x, hata, N/

Sekil 1.4. Tkiye bolme ydnteminin akis diyagrama.

Ornek 1.1. f(z) = e — sin( ) fonksiyonunu sifir yapan  degerinin ikiye blme yontemine gore bulunuz.
Daha 6nce bu fonksiyonun ikiye bdlme yontemine gore ¢oziimii ile ilgili bilgiler verilmisti. Asagidaki ¢izelge islemlerin 6zetini
vermektedir.
Cizelge 1.1 ikiye bolme yontemiyle elde edilen sonuglar.

adm | A B x; e* sin(7x/2) flx) fl@)f(A)
0.00 1.00 0.50 0.6065 | 0.7071 — 0.1006 | negatif

1

2 0.00 0.50 0.25 0.7788 | 0.3827 + 0.3961 | pozitif
3 0.25 0.50 0.375 0.6873 | 0.5556 + 0.1317 | pozitif
4

)

0.375 ] 0.50 0.4375 | 0.6456 | 0.6344 + 0.0112 | pozitif
0.4375 | 0.50 0.46875 | 0.6258 | 0.6716 — 0.0458 | negatif
0.4375 | 0.4687

Birinci adimda ¢6ziim aralig, ilk tahmini kok degeri, fonsiyonun terimleri ve f(x) - f(A) carpiminin sonuglart verilmektedir.
Carpim sonucu elde edilen degernegatif isaretlidir. Bu kokiin aranacagi araligin B tarafindan daraltilmasi gerektigini
gostermektedir. Ciinkii f(x) negatif iken f(A) nmin pozitif, f(B =z) nin ise negatif olmasim gerekmektedir ki f(z)
fonksiyonunun belirtilen yeni aralikta yatay ekseni kesmesi saglanabilsin. 2, 3 ve 4ncii adimlarda f(x) - f(A) carpiminin sonucu
pozitif isaretli deger olmakta ve kokiin aranacagi sinir sol tarafindan yani A degeri degistirilerek daraltilmasi gerekmektedir.
Besinci adimda f(x) - f(A) carpiminin sonucu negatif olmakta ve siir degeri B tarafindan daraltilmaktadir. Her adimda f(z)

nin mutlak degerine dikkat edilerek islemin ne zaman kesilecegi siirekli kontrol edilmelidir.



